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1 Delta Method는 왜 필요한가?

모수 θ의 추정량 Tn이 다음을 만족한다고 가정하자:

√
n(Tn − θ)

d−→ Z

우리는 φ(θ)에 관심이 있으며, 그 자연스러운 추정량은 φ(Tn)이다. φ(Tn)에 대한 점근적 근사를 할
수 있을까? 이런 고민은 어디에서 출발했는지 살펴보자. 다음은 표본 상관 계수의 점근적 추론에 관한
예다.

Example 1.1. i = 1, . . . , n에 대해 (Xi, Yi)가 i.i.d.라고 하자. θ = (EX,EY,EX2,EY 2,EXY )>라
고 하면 자연스러운 θ에 대한 추정값 Tn은

Tn = (X̄, Ȳ , X2, Y 2, XY )

을 생각할 수 있다. Tn의 원소들은 독립 확률변수의 합의 형태이므로 EX4 < ∞ 와 EY 4 < ∞면

√
n(Tn − θ)

d−→ Normal

이 됨을 예상할 수 있다. Tn의 공분산을 계산함으로써 중심극한정리의 공분산 항을 계산할 수 있다.
하지만 만약 우리가 관심있는 항이

ρ =
E(XY )− EXEY√

EX2 − (EX)2
√
EY 2 − (EY )2

라면 표본상관계수 ρ̂ 에 대한 점근적 분석이 가능할까?

ρ̂ =
XY − X̄Ȳ√

X2 − (X̄)2
√

Y 2 − (Ȳ )2
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1) 확률수렴은 continuous mapping theorem에의해쉽게보일수있다. 하지만 ρ̂의정규근사는자명한
것은 아니다. Delta Method는 미분가능한 함수의 변환으로 정의된 새로운 estimator의 점근적 분석에
유용하게 활용된다. 그 아이디어는 테일러 전개에서 출발한다. θ ∈ R인 경우를 생각해본다. 먼저
√
n(Tn − θ)

d−→ N(0, σ2)을 증명하였다고 가정한다. 개략적으로

φ(Tn) = φ(θ) + φ′(θ)(Tn − θ) + C|Tn − θ|2

as Tn − θ
p−→ 0 으로 볼 수 있다. 이는

√
n(φ(Tn)− φ(θ)) = φ′(θ)

√
n(Tn − θ) + C

√
n|Tn − θ|2

이 성립하고
√
n(Tn − θ) = Op(1)고 (Tn − θ) = op(1)이므로

√
n|Tn − θ|2 = op(1)을 안다. Slutsky

정리에의해 φ′(θ)
√
n(Tn−θ)

d−→ φ′(θ)N(0, σ2)는
√
n(φ(Tn)−φ(θ))

d−→ φ′(θ)N(0, σ2)를의미한다.

2 Multivariate Delta Method

이제 Delta Method를 다차원 벡터의 근사에 적용해 보겠다. 앞서 살펴본 것처럼 Delta Method의 핵심
적인 역할을 하는 것은 미분이다. 다차원에서 사용하는 미분을 정의한다. Tn ∈ Rk가 모수 θ ∈ Rk의
추정량이라 하자. 함수 φ : Rk → Rm 에 대해 관심 있는 값은 φ(θ)이며, 자연스러운 추정량은 φ(Tn)이
다. 우리는 다음과 같은 점근정규성을 가정한다:

√
n(Tn − θ)

d−→ T.

φ가 θ에서 미분가능하다는 것은 어떤 선형사상 φ′
θ : Rk → Rm 가 존재하여

φ(θ + h)− φ(θ) = φ′
θ(h) + o(‖h‖) (h → 0)

를 만족하는 것을 의미한다.여기서 ‖h‖는 유클리드 노름이며, 모든 항은 Rm의 벡터이다. 일반적으로
φ가 두 번 연속 미분가능(C2)하면, 편미분들이 연속이므로 Jacobian Dθ가 존재하여 φ′

θ(h) = Dθh가
된다.

Definition 2.1 (미분가능성). 함수 φ : Rk → Rm가 점 θ ∈ Rk에서 미분가능(Differentiable)하다는
것은 다음 조건을 만족하는 선형 사상(Linear map) φ′

θ : Rk → Rm가 존재함을 의미한다:

φ(θ + h)− φ(θ) = φ′
θ(h) + o(‖h‖) (h → 0) (1)
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여기서 ‖h‖는 유클리드 노름(Euclidean norm)이며, 식의 모든 항은 Rm의 벡터이다.

Example 2.2. 다음 함수를 생각하자:

φ(x, y) =

(
x2 + y

xy

)
.

φ가 두 번 연속 미분가능(C2)이므로

φ′
θ(h) =

(
2x 1

y x

)(
h1

h2

)
.

Theorem 2.3. φ : Dφ ⊂ Rk → Rm 이 Rk의 부분집합 위에 정의된 함수이고, θ에서 미분가능하
다고 하자. 또한 Tn이 φ의 정의역 안에서 값을 가지는 확률벡터라고 하자. 수열 rn → ∞에 대하여
rn(Tn − θ)

d−→ T 라고 가정하자. 그러면

rn(φ(Tn)− φ(θ))
d−→ φ′

θ(T ) = DθT.

또한 다음이 성립한다:

rn(φ(Tn)− φ(θ))− φ′
θ

(
rn(Tn − θ)

) p−→ 0.

Proof. rn(Tn−θ)가분포수렴하므로 Prohorov정리에의해 rn(Tn−θ) = Op(1)이고 Tn−θ
p−→ 0이다.

φ가 θ에서미분가능하므로나머지항R(h) = φ(θ+h)−φ(θ)−φ′
θ(h)는 h → 0일때R(h) = o(‖h‖)

를 만족한다.
φ(Tn)− φ(θ)− φ′

θ(Tn − θ) = R(Tn − θ) = op(‖Tn − θ‖)

이 식의 양변에 rn을 곱하면

rn
(
φ(Tn)− φ(θ)− φ′

θ(Tn − θ)
)
= op(rn‖Tn − θ‖).

op(rn‖Tn − θ‖)의 정의에 의해 Yn = op(1)이 존재하여 op(rn‖Tn − θ‖) = Ynrn‖Tn − θ‖를 만족하며
rn(Tn− θ) = Op(1) 이므로 rn‖Tn− θ‖ = Op(1)이다. 이 두 결과는 따라서 op(rn‖Tn− θ‖) = op(1)

임을 의미한다. 이로부터 정리의 두 번째 주장, 즉 차이가 확률적으로 0으로 수렴함을 얻는다. 또한
선형사상 Dθ := φ′

θ는 연속이므로 continuous mapping theorem에 의해 Dθ

(
rn(Tn − θ)

) d−→ Dθ(T )

이다. 마지막으로 Slutsky의 정리를 적용하면 rn(φ(Tn)− φ(θ))
d−→ Dθ(T )를 얻는다. �
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Example 2.4 (표본상관계수의점근적근사). (Xi, Yi)가 i.i.d. 라하고 g(x, y) = (x, y, x2, y2, xy)> ∈
R5. 를 정의한다. 표본평균 벡터를

Tn =
1

n

n∑
i=1

g(Xi, Yi) = (X̄, Ȳ , X2, Y 2, XY )>

로 둔다. 모멘트 벡터는 θ = E[g(X,Y )] = (µX , µY , mX2, mY 2, mXY )
> 이며, 다변량 중심극한정

리에 의해
√
n(Tn − θ)

d−→ N(0,Σ), Σ = Cov(g(X,Y )).

θ = (a, b, c, d, e) = (µX , µY ,mX2,mY 2,mXY )라 하자.

A = c− a2 = Var(X), B = d− b2 = Var(Y ), C = e− ab = Cov(X,Y ).

모상관계수는 다음 함수로 표현된다:

ρ = φ(θ) =
C√
AB

=
e− ab√

(c− a2)(d− b2)
.

표본상관계수는

ρ̂ = φ(Tn) =
XY − X̄ Ȳ√

(X2 − X̄2)(Y 2 − Ȳ 2)

로 주어진다. ∇φ(θ) = ( ∂θ
∂a
, ∂θ
∂b
, ∂θ
∂c
, ∂θ
∂d
, ∂θ
∂e
)> 는 다음과 같은 각 편미분 값으로 계산된다:

∂φ

∂a
= − b√

AB
+ ρ

a

A
,

∂φ

∂b
= − a√

AB
+ ρ

b

B
,

∂φ

∂c
= − ρ

2A
,

∂φ

∂d
= − ρ

2B
,

∂φ

∂e
=

1√
AB

.

따라서

∇φ(θ) =

(
− b√

AB
+ ρ

a

A
, − a√

AB
+ ρ

b

B
, − ρ

2A
, − ρ

2B
,

1√
AB

)>

.

귀무가설 H0 : ρ = 0하에서 점근적 분포를 계산해보자. ρ = 0 일때 모수벡터를 θ0이라 표기한다.

∇φ(θ0) =

(
− µY√

AB
, − µX√

AB
, 0, 0,

1√
AB

)>

.
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따라서 델타 방법에 의해

√
n ρ̂

d−→ N(0, V0), V0 = ∇φ(θ0)
>Σ∇φ(θ0).

또한 V0는 V ar(AX) = AV ar(X)A> 임을 이용하면

V0 = Var
(
∇φ(θ0)

>g(X,Y )
)
=

1

AB
Var
(
XY − µYX − µXY

)
.

그런데
(X − µX)(Y − µY ) = XY − µYX − µXY + µXµY

이므로 분산은 상수 이동에 불변이고, H0에서 E[(X − µX)(Y − µY )] = 0이기 때문에

Var
(
XY − µYX − µXY

)
= E

[
(X − µX)

2(Y − µY )
2
]
.

결과적으로

V0 =
E
[
(X − µX)

2(Y − µY )
2
]

Var(X)Var(Y )

Plug-in estimator는 다음과 같이 주어진다.

Â =
1

n

n∑
i=1

(Xi − X̄)2, B̂ =
1

n

n∑
i=1

(Yi − Ȳ )2, M̂ =
1

n

n∑
i=1

(Xi − X̄)2(Yi − Ȳ )2

로 두면 V̂0 =
M̂

Â B̂
를 얻는다.

3 분산 안정화 변환에 응용

3.1 Plun-in 추정량의 신뢰구간과 유한표본하에서 문제점

확률변수 수열 Xn이 다음과 같은 점근적 정규성을 만족한다고 가정하자.

√
n(Xn − θ)

d−→ N(0, σ2(θ))

여기서점근적분산은미지의모수 θ에의존하고있다. 예를들어X1, . . . , Xn이모수 p를가진베르누이
분포로부터의 iid 열이라고 하자. CLT에 의해 표본 비율 p̂n은 다음을 만족한다:

√
n(p̂n − p)

d−→ N(0, p(1− p)) (2)
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이 예에서 점근적 분산 σ2(p) = p(1− p)는 미지의 파라미터 p에 의존함을 알 수 있다. Plug-in방법을
적용하여 p 대신 일치 추정량 p̂n을 대입하면, 추정된 점근적 분산은 다음과 같이 주어진다.

V̂ = p̂n(1− p̂n)

함수 σ(p) =
√

p(1− p)가 p ∈ (0, 1)에서 연속이므로, 대수의 법칙(LLN)에 의한 p̂n
p−→ p 성질과

Slutsky’s Theorem에 의해 다음의 수렴성이 성립한다.

√
n(p̂n − p)√
p̂n(1− p̂n)

d−→ N(0, 1)

즉, 모수 p를 추정량 p̂n으로 대체하더라도 분모가 확률 수렴하기 때문에 전체 통계량의 점근적 정규성은
여전히 유지된다. 이를 통해 계산된 1− α 점근적 신뢰구간(일명 Wald 신뢰구간)은 아래와 같다.

CI1−α ≈

[
p̂n − zα/2

√
p̂n(1− p̂n)

n
, p̂n + zα/2

√
p̂n(1− p̂n)

n

]

하지만일반적인 Plug-in방식은점근적정규성에기반하여다음과같은대칭적신뢰구간을생성한다.이
방식은 p̂를 중심으로 좌우 거리가 동일하므로, p가 0 또는 1에 가까운 비대칭 분포 상황에서도 강제로
대칭적인 구간을 설정하는 오류를 범할 수 있다. Figure 1은 유한표본 하에서 Plug-in 방식(예: Wald

interval)은 신뢰구간이 파라미터의 정의구역(Space)을 벗어남을 보여준다. 이항분포에서 p ≈ 0일 때,
Wald interval은하한값으로음수를가질수있다. Figure 2는추정량의분포를보다비대칭일수있는데
실제로 이를 반영하지 못하는 문제를 보여준다.

3.2 분산안정화 변환 (Variance Stabilizing Transformation)

앞서 살펴보았듯이 만약
√
n(Xn − θ)

d−→ N(0, σ2(θ)) 이면 미분 가능한 함수 g에 대하여 델타 방법
(Delta Method)은 다음을 보장한다.

√
n(g(Xn)− g(θ))

d−→ N(0, [g′(θ)]2σ2(θ))

이를 이용하여 (2)에서 우리는 점근적 분산을 파라미터 p와 무관하게 만들기 위해, g′(p)σ(p) = C를
만족하는 변환 함수 g를 찾을 수 있다. 계산의 편의를 위해 C = 1로 설정하면:

g′(p)
√

p(1− p) = 1 → g′(p) =
1√

p(1− p)
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Figure 1: VST: 분산안정화 방법 적용 후 역변환하여 얻은 신뢰구간, Plug-in: 정규근하를 통해 얻는
신뢰구간

Figure 2: Exact Binomial PMF: 유한샘플에서 실제 p̂의 분포, VST: 분산안정화 방법 적용 후 역변환
하여 얻은 신뢰구간, Plug-in: 정규근사를 통해 얻는 신뢰구간
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이 미분방정식을 적분하면 다음과 같은 아크사인 변환(Arcsin Transformation)을 얻는다:

g(p) = 2 arcsin(
√
p)

이 변환을 델타 방법(Delta Method)을 적용하면, 변환된 통계량은 다음과 같이 분산이 1로 안정화된
점근적 정규분포를 따른다:

√
n(g(p̂n)− g(p))

d−→ N(0, 1)

그러면 p̂ 에 대한 신뢰구간을 다음과 같이 얻을 수 있다.

• (1단계: 변환된 공간에서의 신뢰구간 구하기) 먼저 g(p)에 대한 점근적 100(1−α)%신뢰구간을
구하면 다음과 같이 대칭적인 형태이다:[

2 arcsin(
√

p̂n)−
zα/2√
n
, 2 arcsin(

√
p̂n) +

zα/2√
n

]

• (2단계: 원래 공간으로의 역변환) 위 구간의 양 끝점에 g의 역함수인 g−1(y) = sin2(y/2)를
적용하여 p에 대한 최종 신뢰구간을 도출한다:

CIV ST =

[
sin2

(
arcsin(

√
p̂n)−

zα/2
2
√
n

)
, sin2

(
arcsin(

√
p̂n) +

zα/2
2
√
n

)]

Figure 1와 Figure 2에서 확인할 수 있는 것 처럼 분산안정화 변환을 통해서 유한표본하에서 더 개선된
신뢰구간을 얻을 수 있다.

4 연습문제

• Example 1.1 에서 Tn의 정규근사를 위해서 EX4,EY 4 < ∞ 가 필요한 이유는 무엇인가?

• 표분분산의점근적분포를DeltaMethod로유도하고이론적인분포를시뮬레이션을통한결과로
검증하여라.

• 분산안정화 변환이 필요한 예를 제시하고 시뮬레이션 결과로 주장을 뒷받침하여라.
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