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1 무한 동전 던지기 실험과 유한차원 극한분포

확률과정의 가장 기본적인 예는 동전던지기로부터 만들어지는 단순 랜덤워크이다. 이 절에서는 동전
던지기 실험에서 출발하여, 적절히 rescaling된 랜덤워크가 극한에서 다변량 정규분포 구조를 갖는다는
사실을 설명한다. 이에 대한 논의는 이 랜덤워크가 랜덤한 연속함수로 표현할 수 있으며, 연속함수의
모임을 표본집합으로 가지는 확률공간을 생각하기 위함이다. 확률변수가 원래의 확률공간 (Ω,F ,P)위
에서 논의를 (R,B(R), P )로 옮겨주었다면 지금 우리가 하고자 하는 바는 원래의 확률공간 (Ω,F ,P)을
샘플경로를 표본공간으로 가지는 어떤 확률공간을 어떤방식으로 자연스럽게 생각할 수 있을까에 대한
것이다. 확률변수는하나의표본 ω를하나의실수로변환했다면, 이번장에서는하나의표본 ω가하나의
연속함수로 변환되는 과정 위에서 확률공간을 살펴볼 것이다.
먼저연속함수로변환될 preimage인 ω를정의하기위해공정한동전을무한히던지는실험을생각한다.
각 시행의 결과를 ωi ∈ {0, 1}, i = 1, 2, . . . 로 나타내면 하나의 실험결과(experiment outcome)는
무한열 ω = (ω1, ω2, ω3, . . . )이다. 무한 시행을 확률변수열을 통해 정의한다:

Xi =


+1, ωi = 1,

−1, ωi = 0.

그러면 P(Xi = 1) = P(Xi = −1) = 1
2
, 또한 {Xi}i≥1는 i.i.d.이며 E[Xi] = 0, Var(Xi) = 1.

다음 누적합을 통해 단순 랜덤워크를 정의한다. Sn = X1 + · · · + Xn, n ≥ 1. 즉 Sn은 n번 동전을
던진 뒤의 위치이며, 매 시행마다 ±1만큼 이동한다.
중심극한정리에 의해 Sn의 크기는 대략

√
n 정도로 커진다 (Sn = Op(

√
n)). 따라서 극한을 관찰하기

위해 다음과 같이 공간을 축소한다. t ∈ [0, 1]에 대해 Wn

(
k
n

)
:= 1√

n
Sk, k = 0, 1, . . . , n 로 정의하고,

각 구간
[
k
n
, k+1

n

]
에서는 선형보간하여 연속과정으로 확장한다. 즉,

Wn(t) :=
1√
n

(
Sk + (nt− k)Xk+1

)
, t ∈

[k
n
,
k + 1

n

]
.
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따라서 Wn ∈ C[0, 1] (여기서 C[0, 1]은 [0, 1]위에 정의된 연속함수의 집합)이며, 격자점에서는 원래
랜덤워크와 일치한다:

Wn

(
k

n

)
=

1√
n
Sk.

위 정의에서 보간항을 Rn(t) :=
1√
n
(nt − k)Xk+1 라 두면, 0 ≤ nt − k < 1이고 |Xk+1| = 1이므로

|Rn(t)| ≤ 1√
n
. 따라서 supt∈[0,1] |Rn(t)| ≤ 1√

n
→ 0. 특히 임의의 고정된 시점 t1, . . . , tm에 대해

max
1≤j≤m

|Rn(tj)| ≤ sup
t∈[0,1]

|Rn(t)| → 0.

따라서 (
Wn(t1), . . . ,Wn(tm)

)
−
( 1√

n
Sbnt1c, . . . ,

1√
n
Sbntmc

)
P−→ 0.

Slutsky 정리에 의해 finite-dimensional distribution의 극한을 구할 때는 보간된 과정 Wn(t) 대신
1√
n
Sbntc 를 사용해도 무방하다. (Xn

d−→ X 그리고 Yn
p−→ 0 면 Xn + Yn

d−→ X) 즉 finite-dimensional

limit을 구할 때는 Wn(t) ≈ 1√
n
Sbntc 로 생각할 수 있다.

이제 임의의 시점 0 ≤ t1 < · · · < tm ≤ 1 을 고정하고 벡터
(
Wn(t1), . . . ,Wn(tm)

)
의 분포 수렴

을 고려한다. 각 tj에 대해 kj = bntjc라 하면 Wn(tj) ≈ 1√
n
Skj = 1√

n

∑kj
i=1 Xi. 두 시점 tp, tq에

대해 Cov(Wn(tp),Wn(tq)) =
1
n
Cov(Skp , Skq)이다. 그런데 Skp =

∑kp
i=1Xi, Skq =

∑kq
j=1Xj,

이므로 Cov(Skp , Skq) =
∑kp

i=1

∑kq
j=1 Cov(Xi, Xj). 독립성에 의해 Cov(Xi, Xj) = I(i = j) 이므로

Cov(Skp , Skq) = min(kp, kq) 이며 결국

Cov(Wn(tp),Wn(tq)) =
1

n
min(kp, kq) → min(tp, tq).

Cramér–Wold정리에의해, 임의의 a ∈ Rm에대해
∑m

j=1 ajWn(tj) ⇒ N
(
0,
∑

p,q apaq min(tp, tq)
)
.

따라서 (
Wn(t1), . . . ,Wn(tm)

)
⇒ N (0,Σ)

이며, 여기서 극한 공분산 행렬은 (Σ)pq = min(tp, tq)로 주어진다.

2 Metric공간과 시그마대수

앞 절에서 우리는 scaled random walk {Wn(t)}0≤t≤1의 finite-dimensional distributions가 다음과
같이 수렴함을 보였다. 임의의 시점 0 ≤ t1 < · · · < tm ≤ 1에 대해

(
Wn(t1), . . . ,Wn(tm)

)
⇒ N (0,Σ), (Σ)pq = min(tp, tq)
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가 성립함을 확인하였다.
(
Wn(t1), . . . ,Wn(tm)

)
은 process {Wn(t) : t ∈ [0, 1]} 의 고정된 시간

(t1, · · · , tm)에서 평가된 Finite-dimensional distribution 이다. 무한열 ω = (ω1, ω2, ω3, . . . ) 에 대
해서 Wn(·)(ω)는 하나의 연속경로(연속함수)를 만들고, 연속함수인 Wn(·)는 그것을 구성할때 사용한
선형보간 구조로 인해 t = k/n, k = 0, 1, · · · , n 위에서 Wn(t) 값으로 완전히 결정된다. 사실 우리는
무한동전 던지기 실험의 모형의 가정에 의해 [0, 1] 위에서 랜덤한 함수 Wn(·)의 경로가 어떤 집합에
속할 확률을 구할 수 있다. 만약 연속된 경로의 모임 S를 생각하고 경로들의 부분집합 A을 생각한다면
랜덤한 경로가 해당 부분집합에 포함된 확률을 아래와 같이 쓸 수 있을 것이다.

P{ω : Wn(·)(ω) ∈ A}

여기서 우리는 사건집합 A를 어떻게 잡아야 할 것인가에 대한 문제에 당면 하게 된다. 연속 함수의 모임
에서 함수들의 부분집합을 잡는 널리 사용 되는 방법 중 하나가 함수 공간에 매트릭(metric)을 도입하고
그것으로부터 유도 된 열린 공을 잡아 열린 공을 포함하는 가장 작은 시그마 대수를 생각하는 것이다.
앞으로 자연스럽게 이어지는 질문은어떤매트릭으로열린공을정의할것인가에대한것이다. Wn(·)에
대한 확률분포를 Pn라 놓고 우리는 Pn이 수렴하는 분포를 생각할 수 있는지에 대해 더 알아보고자
한다. 이를 위해서는 필요조건이 있는데 Prohorov 정리에 따르면 Pn ⇒ P가 되기 위해서는 {Pn} 이
uniformly tight 해야한다. 임의의 ε > 0에 대하여 어떤 compact 집합 Kε ⊂ S가 존재하여

inf
n
Pn(Kε) ≥ 1− ε

여기서 너무 복잡한 위상구조 (열린집합들의 모임)를 만들게 되면 이러한 Kε compact set 이 존재하지
않을 수도 있다. 특히 셀 수 있는 원소로 어떠한 전체집합내 원소를 근사할 수 있다는 separability 와
complete 성질은 compact set을 구성하는데 중요한 조건으로 이 성질은 metric에 의존한다. 그래서
아무 metric 이나 가져와서 열린공을 만들면 분포수렴을 정의하지 못할 수 있다. 그렇다고 너무 단순한
metric을 가져오게 되면 함수의 근사라는 의미를 잃어버릴 수 있다. 닫힌 구간에서 정의된 연속함수(예:
C[0, 1])의 집합을 표본공간으로 사용하는 경우 uniform metric 이 사용하면 이 위상에서 표본공간은
separable 이 알려져 있어 이 metric은 널리 사용 된다. scaled random walk 도 닫힌구간에서 정의된
연속함수이므로 이 metric을 사용한다. 아래의 두 가지 metric을 도입했을때 연속함수 공간에서

Example 2.1. (1) Topology가 상대적으로 작은 경우
예를 들어 다음 metric을 생각하자:

d(f, g) =
∞∑

m=1

2−mmin{1, |f(tm)− g(tm)|},

여기서 {tm}m≥1는 [0, 1]의조밀한가산부분집합 (예: tm ∈ Q∩ [0, 1])이다. 함수의근사에대한의미가
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uniform metric 을 사용했을때보다 정밀하지 못하다.

Example 2.2. (2) Topology가 너무 큰 경우

d(f, g) =

0, f = g,

1, f 6= g.

이 metric 으로는 C[0, 1]이 non-separable 이라 분포수렴을 정의하는데 적합하지 않다.

여기서첫번째우리의결론은Wn(·)의분포수렴을논하기전에선결조건으로연속함수공간의metric을
uniform을사용하여그공간을 separable하고 complete하게만들수있는열린공을생각하자는것이다.
이 열린 공을 통해 우리는 사건이라는 것을 생각할 수 있다. 이어지는 질문은 다음과 같다.

• 앞서 우리가 확인한 사실은 임의의 시점 0 ≤ t1 < · · · < tm ≤ 1에 대해

(
Wn(t1), . . . ,Wn(tm)

)
⇒ N (0,Σ), (Σ)pq = min(tp, tq)

가성립함이었다. 이러한 Finite-dimensional convergence만으로과정전체의극한, 즉경로공간
위의 확률측도를 정의할 수 있는가?

• 성질이 좋은 metric 을 도입하여 연속함수로 구성된 표본공간을 seperable 하고 complete 하게
만들었다. 이것으로 Wn(·) 혹은 일반적인 연속랜덤경로(연속함수)의 uniformly tightness 를
보장할 수 있는가?

3 Wiener Process

위 질문에 답하기 위해서는 먼저 극한으로 기대되는 확률과정을 정의할 필요가 있다. 유한차원 분포의
형태로부터 자연스럽게 등장하는 과정은 Wiener process이다.

Definition 3.1. Wiener process확률과정 {W (t)}t∈[0,1]를다음성질을만족하는경우Wiener process

라 한다.

1. W (0) = 0 almost surely.

2. W (t)−W (s) ∼ N (0, t− s) for 0 ≤ s < t ≤ 1.

3. 서로 다른 구간의 증분은 독립이다.
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4. 거의 모든 ω에 대해 t 7→ W (t)(ω)는 연속함수이다.

위 정의에 의해 Wiener process는 W (·) : Ω → C[0, 1] 로 생각할 수 있으며, 이는 연속함수 공간
위의 확률변수이다. 특히 임의의 시점 0 ≤ t1 < · · · < tm ≤ 1에 대해

(
W (t1), . . . ,W (tm)

)
∼

N (0,Σ), (Σ)pq = min(tp, tq), 를 만족한다. 따라서 앞서 확인한 Wn(·)의 finite-dimensional

convergence는 Wiener process의 유한차원 분포와 일치한다. 앞에서는 샘플경로를 W (·)(ω)로 표시
했지만 이하 W (·, ω)로 표기하겠다.

Figure 1: (위) Wiener process의 sample path, (아래) 사건(event)의 시각적 해석

Wiener process는 확률과정 W : [0, 1]×Ω → R, (t, ω) 7→ W (t, ω) 로 정의된다. 여기서 하나의
ω ∈ Ω를 고정하면 t 7→ W (t, ω) 는 [0, 1] 위의 연속함수가 되므로 W (·, ω) ∈ C[0, 1] 로 생각할
수 있다. 즉 Wiener process는 W (·) : Ω → C[0, 1] 인 C[0, 1]-값 확률변수이다. 따라서 서로 다른
ω1, ω2, . . .에 대해 서로 다른 sample pathW (·, ωi)가 나타난다.
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4 Convergent Determining Class

확률측도열 {Pn}이 주어진 위상공간 S 위에서 분포수렴 Pn ⇒ P 를 정의할 때, 이는 일반적으로 모든
Borel 집합 A ⊂ S에 대해 Pn(A) → P (A) 를 요구하는 것이 아니라, 특정한 사건들의 집합만을 통해
서도 판별될 수 있다. 집합족 C ⊂ B(S)가 convergence-determining class라 함은, 임의의 확률측도열
{Pn}과 확률측도 P에 대해 Pn(C) → P (C) ∀C ∈ C 이면 Pn ⇒ P 가 성립하는 것을 의미한다. 분
포수렴의 정의에서 이러한 집합족이 중요한 이유는, Borel σ-대수 전체를 직접 다루는 대신 상대적으로
단순한 사건들의 모음만으로도 확률과정의 수렴을 판별할 수 있기 때문이다.

Figure 2: (위) m = 2 인 경우 B ⊂ Rm, (아래) W (·, ω) ∈ π−1
t1,...,tm(B)인 sample path 의 시각화

Polish space S (separable and complete space) 위에서 Portmanteau 정리에 따르면 다음 집합족들은
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모두 convergence-determining class를 이룬다:

• 모든 열린집합 G ⊂ S에 대해 lim infn→∞ Pn(G) ≥ P (G),

• 모든 닫힌집합 F ⊂ S에 대해 lim supn→∞ Pn(F ) ≤ P (F ).

이제무한동전던지기실험에서정의한C[0, 1]내의연속함수들에대해어떤집합을생각하면분포수렴을
정의할 수 있는지 살펴보겠다. 표본공간을 S = C[0, 1]로 두고 uniform topology를 고려하자. 이 경우
열린집합은열린공들의가산합으로생성되며,대표적인사건은 {f ∈ C[0, 1] : ‖f−f0‖∞ < ε}와같은
형태를 가진다. 여기서는 Wn(·)의 분포를 Pn, W (·)의 분포를 P라고 놓자. 분포수렴 Wn(·)

d−→ W (·)
혹은 Pn ⇒ P를 판별하기 위해 모든 가능한 경로사건을 확인할 필요는 없고, 이러한 열린공들로 생성
되는 사건들만을 통해 수렴 여부를 결정할 수 있다.
임의의 시점 0 ≤ t1 < · · · < tm ≤ 1 에 대해, 다음 사상

πt1,...,tm : C[0, 1] → Rm, πt1,...,tm(f) = (f(t1), . . . , f(tm))

을 finite-dimensional projection이라 한다. 이는 연속함수공간에서 유한 개의 시점에서의 값만을 추출
하는 사상이다. 이 projection을 이용하면 Rm의 Borel 집합 B ∈ B(Rm)에 대해

π−1
t1,...,tm

(B) = {f ∈ C[0, 1] : (f(t1), . . . , f(tm)) ∈ B}

와 같은 사건을 정의할 수 있다. 이러한 집합을 finite-dimensional cylinder set이라 부른다. 중요한
사실은 이러한 finite-dimensional cylinder set들이 C[0, 1]의 Borel σ-대수를 생성한다는 점이다. 즉,
두 확률측도 P,Q가

P
(
π−1
t1,...,tm

(B)
)
= Q

(
π−1
t1,...,tm

(B)
)

를 모든 m, 모든 시점 t1, . . . , tm, 모든 B ∈ B(Rm)에 대해 만족하면, P = Q 가 성립한다. 따라서
finite-dimensional 분포들은 수렴하는 확률측도가 무엇인지 결정(determine)하기에는 충분하다. 그
러나 이러한 유한차원 수렴만으로는 C[0, 1] 위의 확률측도 수렴을 보장하기에 충분하지 않으며, 이를
위해서는 분포열 {Pn}의 tightness가 추가로 필요하다. 즉 우리는

Pn(π
−1
t1,...,tm

(B)) → P (π−1
t1,...,tm

(B)) for allm ∈ N, πt1,...,tm and B ∈ B(Rm)

임을확인하였다하더라도 Pn ⇒ P를보장할수없다. 왜냐하면 finite-dimensional사건들이각고정된
유한 시점에서의 분포는 수렴하더라도, 경로가 시점 사이에서 어떻게 움직이는지는 알 수 없기 때문에
이에 대한 분석이 필요하다.
이 점을 보다 구체적으로 이해하기 위해, finite-dimensional 분포는 수렴하지만 경로공간 C[0, 1] 위의
분포수렴은 실패하는 전형적인 상황을 생각해 보자. 각 n에 대해 연속함수 fn ∈ C[0, 1]를 다음과 같이
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정의한다. fn은 대부분의 구간에서는 0에 가깝지만, 구간 길이가 1/n인 매우 짧은 구간에서 높이가 1인
급격한 “spike”를 갖도록 구성한다. 이때 spike의 위치는 [0, 1]에서 무작위로 선택된다고 하자. 이러한
함수들로부터 정의된 확률과정을 Wn(·)라 하자.

Figure 3: n = 2, 10, 20 인 경우 sample path 의 시각화

이 경우 임의의 고정된 시점 t ∈ [0, 1]에 대해, spike가 정확히 그 시점을 포함할 확률은 1/n이므로
Wn(t)

d−→ 0 as n → ∞. 더 나아가 임의의 유한 시점 0 ≤ t1 < · · · < tm ≤ 1에 대해서도(
Wn(t1), . . . ,Wn(tm)

) d−→ (0, . . . , 0), 즉 finite-dimensional 분포는 모두 자명한 극한으로 수렴한다.
그러나 경로 전체의 관점에서 보면 상황은 다르다. 각 Wn(·)는 거의 확실하게 어떤 매우 짧은 구간에서
크기 1의 급격한 진동을 가지므로, 이러한 진동은 n이 커져도 사라지지 않는다. 따라서 {Wn(·)}는
uniform topology하에서임의의 compact집합에확률질량을집중시키지못하며, 분포열 {Pn}은 tight

하지 않다. 이 예시에서 tightness가 실패하는 핵심 이유는 compactness를 totally boundedness 1 관점
에서 이해할 수 있다. C[0, 1]는 uniform metric 에 대해 complete space이므로2, 집합 K ⊂ C[0, 1]가
compact하다는것은곧K가 totally bounded하다는것과동치다. 즉임의의 δ > 0에대해K는 finitely

many δ-balls로 덮일 수 있어야 한다.
그러나 spike과정에서는 spike의 위치가 [0, 1]에서 자유롭게 움직이며, 서로 다른 위치에 spike를 갖는
두 경로는 uniform norm에서 거리 1만큼 떨어져 있다. 따라서 δ < 1/2인 경우 이러한 경로들을 덮기
위해서는 무한히 많은 열린공이 필요하게 되고, 결과적으로 {Wn(·)}는 totally bounded하지 않다. 즉
확률질량을 담을 compact 집합을 구성할 수 없으므로 분포열 {Pn}은 tight하지 않다.
이 예시는 finite-dimensional 분포 수렴은 확률측도를 결정하기에는 충분하지만, 경로공간 위의 분포
수렴을 보장하기에는 본질적으로 부족하며, 이를 보완하기 위해 tightness 조건이 필요함을 암시한다.
finite-dimensional cylinder set들에서의 수렴이 경로의 연속성이나 진동을 통제하지 못하기 때문에

1메트릭 공간 (X, d)의 부분집합 A ⊂ X가 totally bounded하다는 것은, 임의의 ε > 0에 대하여 유한한 개수의 점
x1, . . . , xN ∈ X가 존재하여 A ⊂

⋃N
i=1 B(xi, ε) 가 성립하는 것을 말한다. 여기서 B(x, ε) = {y ∈ X : d(x, y) < ε}

는 반지름 ε인 열린공이다.
2증명은 참고사항을 보아라
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우리는 분포수렴을 위해 추가적인 경로함수의 통제가 필요하다는 것을 알 수 있다. 이는 경로함수의
관점에서는 얼마나 연속적인가 (modulus of continuity) 그리고 S의 위상적 관점에서는 uniformly

tightness 를 만족하시키는 compact set을 잡을 수 있는지 두 가치 측면에서 분포수렴 가능성을 조사할
수 있다. 자연스럽게 첫번째 관점에서는 표본경로가 얼마나 연속적인가에 대한 문제로 귀결되어 표본
경로들의 Equicontinuity 를 정의하는 문제가 도출된다. 두 번째 관점에서는 이과 같은 맥락에서 어떤
topology 혹은 metric 을 주어야 경로가 연속이라고 말할 수 있는가에 대한 문제가 된다. (이 두 관점에
대한 분석은 Arzelà–Ascoli 정리와 compactness에 대한 결과로 잘 알려져 있다.)
이번 장의 소결론은 다음과 같다. 경로공간 C[0, 1] 위에서의 분포수렴을 논하기 위해서는 (1) finite-
dimensional분포들이 극한과 일치하여 확률측도 자체가 무엇인지를 결정할 수 있어야 하며, (2) 동시에
분포열 {Pn}이 uniform topology하에서 tightness를만족하여경로전체의진동과연속성이적절히제
어되어야한다. Finite-dimensional cylinder set들은확률측도를결정(determine)하기에는충분하지만,
경로의 연속성이나 시점 사이의 거동을 반영하지 못하므로 convergence-determining class로는 충분하
지 않다. 따라서 C[0, 1] 위의 확률과정 수렴을 보장하기 위해서는 finite-dimensional convergence와
함께 equicontinuity를 통한 tightness 조건을 추가로 확인해야 하며, 이 두 조건이 결합될 때 비로소

Wn(·) ⇒ W (·) in (C[0, 1], ‖ · ‖∞)

와 같은 함수공간 위의 분포수렴을 얻을 수 있다. 이러한 관점은 이후 Wiener process를 극한으로 하는
functional central limit theorem의 핵심 구조를 이룬다.

5 참고사항

5.1 Wiener Process의 성질

증명 (두 시점의 경우). 0 ≤ s ≤ t ≤ 1라 하자. Wiener process의 정의에 의해

W (s) = W (s)−W (0) ∼ N (0, s), W (t)−W (s) ∼ N (0, t− s),

그리고 W (s)와 W (t)−W (s)는 서로 독립이다.(
W (s)

W (t)

)
=

(
1 0

1 1

)(
W (s)

W (t)−W (s)

)
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이고독립이며정규분포를따르는확률변수들의선형결합은다시정규분포를따르므로 (W (s),W (t))>

는 이변량 정규분포를 따른다. 평균은 (0, 0)>이고 공분산은

Var(W (s)) = s, Var(W (t)) = t,

Cov(W (s),W (t)) = Cov
(
W (s), W (s) +W (t)−W (s)

)
= s.

따라서

(W (s),W (t)) ∼ N

((
0

0

)
,

(
s s

s t

))
,

즉 공분산 행렬의 (1, 2)-성분은 min(s, t) 가 된다.

5.2 메트릭 공간에서 Compact set에 대한 동치조건

메트릭 공간 (X, d)에서 compactness는 여러 가지 서로 다른 형태로 동치적으로 기술될 수 있으며,
이러한 동치조건들은 확률측도의 tightness나 함수공간에서의 분포수렴을 논하는 데 핵심적인 역할을
한다.

(1) 정의 부분집합 K ⊂ X가 compact하다는 것은, 임의의 열린 덮개

K ⊂
⋃
α∈A

Gα, Gα open

에 대해 유한 부분덮개

K ⊂
N⋃
i=1

Gαi

가 존재하는 것을 의미한다. 이는 compactness의 가장 기본적인 위상적 정의이다.

(2) Sequential compactness. 메트릭 공간에서는 compactness가 수열을 통해 특징지어질 수 있다.
즉 K ⊂ X가 compact하다는 것은, K 안의 임의의 수열 {xn}이 K 안에서 수렴 부분수열을 갖는 것과
동치이다. 이 성질은 함수공간이나 확률과정의 표본경로를 다룰 때 특히 유용하다.

(3) Complete and Totally boundedness. 메트릭 공간 (X, d)에서 다음 동치가 성립한다:

K compact ⇐⇒ K is complete and totally bounded.

여기서 totally bounded하다는 것은, 임의의 ε > 0에 대해 K를 유한 개의 ε-ball로 덮을 수 있음을
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의미한다. 특히 X 자체가 complete한 공간인 경우에는

K compact ⇐⇒ K is totally bounded.

(4) 함수공간에서의특수한형태. 특히 (C[0, 1], ‖·‖∞)와같은함수공간에서는 compactness가Arzelà–

Ascoli 정리에 의해 보다 구체적으로 기술된다. 즉 A ⊂ C[0, 1]가 compact하기 위한 필요충분조건은
A가 uniformly bounded하고 equicontinuous한 것이다. 이 결과는 경로공간 위에서의 tightness를
표본경로의 연속성 조건으로 해석할 수 있게 해준다.

Theorem 5.1 (Arzelà–Ascoli). (C[0, 1], ‖ · ‖∞)에서 부분집합 A ⊂ C[0, 1]에 대하여 다음은 동치
이다.

1. A의 closure A는 compact하다.

2. A는 totally bounded하다.

3. A는 다음 두 조건을 만족한다:

(i) (Uniform boundedness)
sup
f∈A

‖f‖∞ < ∞.

(ii) (Equicontinuity) 임의의 ε > 0에 대해 어떤 δ > 0가 존재하여 모든 f ∈ A와 모든
s, t ∈ [0, 1]에 대하여

|t− s| < δ ⇒ |f(t)− f(s)| < ε.

6 자율학습 주제

1. 집합 S 위의 함수 ρ : S × S → [0,∞)가 metric이 되기 위한 조건을 서술하라.

2. Metric 공간 (S, ρ)에서 중심 x ∈ S와 반지름 r > 0에 대하여 다음을 정의하라:

• Open ball Br(x)

• Closed ball Br(x)

각 정의를 정확한 수식으로 쓰고, 두 개념의 차이를 설명하라.
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3. C[0, 1]를 [0, 1] 위의 연속함수 공간이라 하자. 다음과 같은 L2-distance를 정의한다:

ρ(f, g) =

(∫ 1

0

|f(t)− g(t)|2 dt
)1/2

.

함수 f(t) = t에 대하여 ε > 0일 때 open ball

B(2)
ε (f) = {g ∈ C[0, 1] : ρ(g, f) < ε}

의 원소가 되는 함수 g는 어떤 조건을 만족하는가? 조건을 부등식으로 명확히 쓰고, 서로 다른
예시 함수 두 개를 제시하라.

4. 위 문제에서 metric을 uniform metric

ρ∞(f, g) = sup
t∈[0,1]

|f(t)− g(t)|

으로 바꾸었을 때 open ball

B(∞)
ε (f) = {g ∈ C[0, 1] : ρ∞(g, f) < ε}

의 원소는 어떤 조건을 만족하는가? 함수의 개형을 그려보아라. 또한 (3)번의 경우와 비교하여
두 open ball 사이의 포함관계를 논하라.

5. RN (실수 무한수열 공간)에서 다음 두 함수를 정의하라:

d1(x, y) =
∞∑
n=1

2−nmin{1, |xn − yn|},

d2(x, y) =
∞∑
n=1

2−n arctan(|xn − yn|).

(a) 각 함수가 metric이 됨을 증명하라.

(b) 이 metric들이 유도하는 수렴의 의미를 설명하라.

6. 같은 집합 S 위에 서로 다른 두 metric ρ와 ρ′가 주어졌다고 하자. 어떤 수열 {xn}이 ρ-metric

관점에서는 수렴하지만 ρ′-metric 관점에서는 수렴하지 않는다는 의미를 각각 정의로 설명하라.

또한 이러한 현상이 실제로 발생하는 구체적인 예를 구성하라.
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7. Metric 공간 (S, ρ)에서 다음 정의를 써라.

• Cauchy 수열

• Complete metric space

8. Completeness가 주어진 metric에 의존함을 설명하라. 같은 집합 S 위에 서로 다른 두 metric을
정의하여, 한쪽은 complete이고 다른 쪽은 complete가 아닌 예를 제시하라.

9. Topology의 정의를 서술하라. Topology와 σ-algebra의 공통점과 차이점을 닫힘 성질의 관점에
서 비교하라.

10. Metric ρ가 유도하는 topology의 정의를 서술하라.

또한 수열 {xn}이 x로 수렴한다는 의미를

• metric의 관점

• topology의 관점

에서 각각 설명하고, 두 정의가 서로 동치임을 논하라.
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