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5 미분과 적분

5.1 변화율과 변화율의 극한

어떤 함수 f : R 7→ R을 생각한다.

• 어떤 점 x ∈ R가 주어졌을 때, f의 값(image)는 f(x)로 표시한다.

• 어떤 점 x+ h ∈ R (h > 0) 에 대해서 f의 값은 f(x+ h)로 표시한다.

• 정의역에 속한 x, x + h 값을 입력값, 그리고 함수의 image인 f(x), f(x + h)의 값을

출력값이라고 하자. 입력값이 x에서 x+ h로 변화하였을때 출력값의 변화율은 다음과

같이 쓸 수 있다.

f(x+ h)− f(x)

h

만약에 매우 작은 h > 0에 대해 변화율을 알고 싶다면 다음과 같은 값을 계산하면 될

것이다.

lim
h↓0

f(x+ h)− f(x)

h

h < 0 인 경우에도 동일하게 써볼 수 있다.

lim
h↑0

f(x+ h)− f(x)

h

실제로 다음 예제에서 수치적으로 위 두 극한 변화율을 계산해 볼 수 있을 것이다.

1. f(x) = x2

2. f(x) = x3 − 2x2

R을 이용하여 두 극한 변화율을 근사적으로 계산해보자.

미분의 경우 미분의 형태가 많은 경우 잘 알려져 있고, 미분 연산에 대한 법칙들이 잘

알려져 있다.

참고

– 어떤 함수 f : R 7→ R이 있을 때, f(x)와 f의 차이점이 무엇인가?
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∗ 고정된 x에 대해서 f(x)는 함수의 값을 의미한다.

∗ f는 함수의 정의역에서 치역으로 함수값이 대응되는 모든 규칙을 의미한다.

f의 정의역을 D라고 표현하면 함수는 다음과 같이 표현할 수 있을 것이다.

{(x, f(x)) : x ∈ D}

∗ f(x)에 이미 정의역에서 어떤 원소가 대응되어 있는지 표시되어 있으므로,

흔히 f(x)를 함수라고 표시한다. 여기서 x는 모든 x ∈ D를 의미한다.

– 두 함수 f = g라는 의미는 무엇인가?

∗ 함수의 정의역이 우선 같아야 할 것이다.

∗ 정의역에 있는 모든 대응관계가 같아야 할 것이다. 즉, f(x) = g(x) for all

x ∈ D.

– 결과적으로 함수는 정의역에서 대응시키는 이미지에 의해서 결정된다. 어떤 함

수인지 이야기 할 때 그 함수의 이미지 f(x)를 정의하는 것으로 충분하다. (다만

특정한 x가 아니라 정의역에 있는 모든 x에 대해서) 이런 이유로 함수를 f라고

표시하기도 하고 그것의 이미지인 f(x)로 표현하기도 한다.

새로운 함수 정하기

– 함수 f가있을때,어떤 a ∈ R에대해서 (af)(x)와 a×f(x)의차이점은무엇인가?

∗ (af)라는 기호만으로는 이것이 무엇인지 알 수 없다.

∗ a× f라고 하면 f의 이미지에 스칼라 a를 곱한 값이라고 볼 수 있다.

∗ 만약 (af)를 다음과 같이 정의할 수는 있다. (af) : D 7→ R로서, (af)(x) =

af(x).

– (f + g)(x)와 f(x) + g(x)의 비교

– (fg)(x)와 f(x)g(x)의 비교

미분 법칙

– 선형성 1: a ∈ R에 대해서 (af) 함수를 생각해보자.

(af)(x+ h)− (af)(x) = af(x+ h)− af(x) = a(f(x+ h)− f(x))
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– 선형성 2:

(f + g)(x+ h)− (f + g)(x) = f(x+ h)− f(x) + g(x+ h)− g(x)

– 곱에 대한 미분

(fg)(x+ h)− (fg)(x) = f(x+ h)g(x+ h)− f(x)g(x)

= f(x+ h)g(x+ h)− f(x+ h)g(x) + f(x+ h)g(x)− f(x)g(x)

= f(x+ h)(g(x+ h)− g(x)) + g(x)(f(x+ h)− f(x))

– 합성함수의 미분

(f ◦ g)(x+ h)− (f ◦ g)(x) = f(g(x+ h))− f(g(x))

=
f(g(x+ h))− f(g(x))

g(x+ h)− g(x)
(g(x+ h)− g(x))

Chain Rule

함수 f ◦ g ◦ h 의 미분, 모든 함수는 실수위에서 정의된 함수

• f ◦ g ◦ h(x) = f(g(h(x)))

• x 를 조금 변화시켰을때 f(g(h(x)))함수의 변화는 다음과 같이 일어난다.

– x변화는 x위에서 함수 h 값의 변화를 일으킨다.

– h(x)의 값 변화는 h(x) 위에서 g의 값의 변화를 일으킨다

– g(h(x))의 값 변화는 g(h(x)) 위에서 f(g(h(x)))의 값의 변화를 일으킨다.

• 위에서 일어난 일을 차례대로 기술해보자.

– h′(x)

– g′(h(x))

– f ′(g(h(x)))

• 전체의 변화율은 세 변화율의 곱으로 표시되므로 x를 변화시켰을때 함수 f(g(h(x)))

의 변화율은

f ′(g(h(x)))g′(h(x))h′(x)

로 주어진다.
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chain rule 연습

•

•

•

5.2 다변수 함수의 미분

어떤함수 f : R2 7→ R을생각해보자. f(x, y)가있을때이함수의변화율에대해생각해보자.

• 정의역에서 값의 변화를 어떻게 정의하나?

• 편미분: 어떤 점 (x0, y0)에서 x축 방향으로 변화율을 생각해보자.

f(x0 + h, y0)− f(x0, y0)

y축 방향으로 변화율은

f(x0, y0 + h)− f(x0, y0)

로 표현할 수 있다. 위 변화율의 극한을 다음과 같이 표현한다.

∂f(x, y0)

∂x

∣∣∣∣∣
x=x0

,
∂f(x0, y)

∂y

∣∣∣∣∣
y=y0

이미지가 다차원인 함수

다변수 함수의 chain rule

• f : R2 → R

• g, h : R2 → R2 다음과 같이 표시한다.

– h(x1, x2) = (h1(x1, x2), h2(x1, x2))
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5.3 적분

• 구분구적법과 적분 기호 ∫
x∈C

f(x)dx

– Summation
∑

– 높이와 밑변의 길이

• 적분의 존재성

– 유한값을 가지는가?

– 적분의 정의되는가?

다차원 함수의 적분

f(x1, x2) 함수를 C영역에서 적분값을 정의해보자.

• 높이

• 아래면의넓이: (x1, x2), (x1+h1, x2+h2)를대각선꼭지점으로같는사각형의면적은?

∫
C

f(x1, x2)︸ ︷︷ ︸
height

dx1dx2︸ ︷︷ ︸
dx1×dx2

x = (x1, · · · , xp)
T ∈ Rp라 하고 f : Rp 7→ R인 함수를 생각한다. 여기서

f(x) =

∫
C

f(x)dx

의 의미를 살펴보자.

5.4 테일러 전개

우리가 잘 풀 수 있는 수치 문제들

• 일원 일차 방정식

• 다원 일차 방정식 (역행렬 구하기)

• 일원 이차함수의 최소/최대값 찾기 → 일원 일차 방정식
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• 이차형식으로 표현된 최소/최대값 찾기 → 다원 일차 방정식

일반적인함수를어떤점근방에서우리가다루기쉬운형태로근사시킬수있다. (우리가

잘 풀 수 있는 함수의 형태로 문제를 변형하는 과정임)

테일러 전개 일차원 함수:

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
1

2
f ′′(x0)(x− x0)

2 + ...

테일러 전개의 예

• f(x) = 1 + 2x를 x = 0 에서 테일러 전개: (1차, 2차, 3차...)

• f(x) = 1 + 2x를 x = 1 에서 테일러 전개:

• f(x) = 1 + 2x+ x2을 x = 1 에서 테일러 전개:

• f(x) = sin(x)을 x = 0에서 테일러 전개

• f(x) = log x를 x = 1에서 테일러 전개

• f(x) = exp(x) + 1/x를 x = 1에서 테일러 전개

7


