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8 경험을 통한 학습

8.1 자료의 중심찾기

일차원자료 X의중심을찾는문제를생각해보자.만약분포 F를 (혹은 pdf f를)알고있다면

다음과 같은 방법을 생각해볼 수 있을 것이다.

• µ ∈ R: 예상하는 중심의 위치

• (X − µ)2: 자료와 예상한 위치가 떨어진 크기

• E(X − µ)2 =
∫
(x− µ)2f(x)dx: 자료와 예상한 위치가 떨어진 크기의 평균(기대값)

우리는 아마도 E(X − µ)2를 가장 최소화 하는 값을 선택할 것이다.

위 내용과 관련된 용어는 다음과 같다.

• µ = δ(x) ∈ R 의사결정 (Decision function)

• l(µ, x) = (x− µ)2: 손실함수 (loss function)

• R(µ) = E(l(µ,X)): 위험함수 (Risk function)

위예에대한답을살펴보자.위험함수는 µ에대한함수이며항상양수값을가질것이다.

이 함수를 µ에 대해 미분하면

∂

∂µ

(∫
(x− µ)2f(x)dx

)
=

∫
2(µ− x)f(x)dx

이고 미분값이 0 이되는 µ∗를 찾으면

µ∗ =

∫
xf(x)dx

가 나온다.

실제 문제에서는 분포함수가 알려져 있지 않으므로 이 µ∗는 이론적으로만 알 수 있는

값이다. 만약 어떤 분포 F 일차원 자료 Xi for i = 1, · · · , n 가 있을 때 µ를 어떻게 알아낼

수 있을까? 유한한 자료하에서 진짜 µ를 알아낼 수는 없겠지만, 다음과 같은 방법으로 µ를

근사할 수 있을 것이다.
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• R(µ) 대신

R̂(µ) =
1

n

n∑
i=1

(Xi − µ)2

을 사용한다.

• R̂(µ)를 최소화 하는 µ̂를 사용한다. (계산을 통해 아래 결과가 나옴을 확인하여라)

µ̂ =
1

n

n∑
i=1

Xi

여기서 R̂(µ)를 경험적 위험함수라고 부르고 µ̂를 µ∗의 추정량이라고 부른다.

• µ̂는 정말로 µ∗의 근사인가?

µ̂→ µ∗

as n→∞.

8.2 회귀모형

• 조건부기대값과예:어떤입력변수 X = (X1, · · · , Xp)
T가주어졌을때,반응변수 Y의

평균이 X에 의존하는 모형 (예를 들어보자). 특별히 선형모형에 대한 식을 나타내면

다음과 같다.

E(Y |X) = g(X)

(여기서 Y ∈ R, X ∈ Rp 인 확률변수)

조건부 기대값을 X ∈ R에 의존하는 어떤 함수로 볼 수 있다.

많은 경우 다음과 (Y,X)에 대한 생성모형을 다음과 같이 정의한다.

Y = g(X) + ε,

where ε ∼ (0, σ2). (여기서 생성모형이란 데이터가 생성되는 구조를 기술하는 확률모

형을 말한다.)
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• 의사결정 함수: δ : Rp 7→ R

• 손실함수 l(y, z) = (y − z)2

• 위험함수 R(δ) = E(l(Y, δ(X)) = E((Y − δ(X)2) (여기서 δ가 함수임을 유의!)

어떤 함수(δ : Rp 7→ R) 이 위에서 정의한 위험함수를 최소화 할까?

E(Y − δ(X))2) = E(Y − E(Y |X) + E(Y |X)− δ(X))2)

= (E(Y − E(Y |X))2) + E(Y − E(Y |X)(E(Y |X)− δ(X))︸ ︷︷ ︸
=0

+E((E(Y |X)− δ(X))2)︸ ︷︷ ︸
≥0

δ(X) = E(Y |X)로 주어질 때 위험함수는 최소화 된다. 만약 g(X) = XTβ라고 가정해보자.

(p차원 parametrization)

• δ(X) = XTβ

• R(β) = E(Y −XTβ)2

경험적 위험함수의 최소값은 다음과 같이 주어진다.

β∗ = E(XXT )−1E(XY ).

조건부 평균의 추정

선형모형의 경우에 조건부 평균의 추정 문제를 다룬다.

EY |X = XTβ

경우에 따라서는 Y의 조건부 평균값의 범위를 제한해야 하는 경우도 있다. 다음 경우에

해당하는 예를 들어 보아라.

• Y가 0 혹은 1 의 값을 가지는 경우

• Y가 0이상의 양의 정수만을 갖는 경우
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위 와 같은 경우 EY |X의 범위가 제한됨을 쉽게 알 수 있다. 하지만, EY |X = XTβ 의 방식

으로 모형화를 하면 좌변과 우변의 범위가 다르게 나타나, 자연스러운 모형에서 벗어난다고

생각할 수 있다. 따라서 다음과 같이 조건부 평균의 변환된 값을 이용하여 모형화를 하기도

한다.

• 0 < E(Y |x) < 1 for all x 이면,

g(E(Y |x)) = x>β

where g(z) = log(z/1− z) for z ∈ (0, 1),

• E(Y |x) > 0 for all x 이면,

g(E(Y |x)) = x>β,

where g(z) = log(z) for z > 0.

사실위의경우조건부평균과설명변수에의한모형의범위를맞춰주는것이상의가정이

모형에 반영된다. 첫 번째의 경우 조건부 평균의 모형이 다음과 같이 쓰여지게 된다.

E(Y |x) = ex>β

1 + ex>β

두 번째 모형의 경우에는 다음과 같이 쓰여질 것이다.

E(Y |x) = ex
>β

조건부 추정의 문제는 앞 서 살펴본 위험함수를 사용할 수 있다. (어떻게 하면 될까?)

• 위험함수 중에서는 제곱으로 만들어진 함수 외에도 우도함수가 개발되어 있다. (수리

통계학에서 학습)

8.3 자료의 분위수 찾기

일차원 자료 X의 중심이 아니라 상위 25%, 혹은 하위 10%등 자료의 분위수에 관심이 있는

경우가 있다. 이 때 사용할 수 있는 모형에 대해서 알아보자. 여기서는 상위 25%에 대한

추정을 알아보도록 하자.
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• µ∗ ∈ R: 예상하는 τ의 위치 (Pr(X ≤ µ∗) = τ , τ ∈ (0, 1)) 라고 하자. 아래는 어떤 τ가

주어졌을때, µ∗를 찾는 방법에 대한 설명이다.

• τ(X − µ)+ + (1 − τ)(µ − X)+: 데이터와 µ가 떨어진 크기를 제곱합수가 아닌 다음

함수로서 표현하자. (z+ = max(z, 0) )

• E(τ(X − µ)+ + (1− τ)(µ−X))를 최소화 하는 µ값은

∂

∂µ
(E(τ(X − µ)+ + (1− τ)(µ−X)+) = 0

를 만족하는 µ를 찾으면 된다.

∂

∂µ
(E(τ(X − µ)+ + (1− τ)(µ−X)+) = −τ Pr(X − µ > 0) + (1− τ) Pr(X − µ ≤ 0)

이므로 정리하면

τ = Pr(x ≤ µ)

즉,

minµ (E(τ(X − µ)+ + (1− τ)(µ−X)+)

를 이용하면, µ∗를 찾을 수 있다. ( 조건부 평균과 조건부 분위수를 찾는 방법을 비교해보자.

)
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